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Justifique sus Respuestas

1. Calcule el siguiente limite: (3 puntos)

a) lim (2— x)tan(%m>
z—1-

2. Desarrolle:

a) Escriba la expresion racional:
1 .
22 @+ 17

como suma de fracciones parciales sin determinar las constantes asociadas. (2 puntos)

dx

~en(a) (3 puntos)

b) Utilice el cambio universal ¢ = tan (g), para calcular: / 7

3. Calcule el valor de cada integral impropia o demuestre que es divergente:

+00 d
a) . (5 puntos)

0o Vz(z+1)

oo 322 —1
b ——dx (5 t
) /2 R x (5 puntos)

too
c) / e” dz (3 puntos)
1

4. Dibuje la region limitada por las curvas: (4 puntos)
fla)=1-a
y
g(z) = |2* — 1

Exprese el area de dicha region mediante el uso de la integral (sin calcularla)

5. Considere el solido que se genera al girar la region delimitada por f(z) = sen(x), g(z) = cos(z)
y la recta x = 0, en el ler cuadrante alrededor del eje x = —1.

a) Exprese el volumen del sélido mediante el uso de arandelas (4 puntos)
b) Exprese el volumen del sélido mediante cascarones cilindricos (4 puntos)

c) Calcule el volumen (use el método de su preferencia) (2 puntos)
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SOLUCIONES

1. Calcule el siguiente limite:
a) lim (2— :E)tan(%m) — 1% IND!

rz—1—

Levantamos la indeterminacion:

tan (zw) tan (Ew)
In | lim (2—x) 2 lim In | (2—2x) 2
tan (-;1;) rz—1— z—1—
lim (2 —2) 2/ =e =e
=1~
tan (Za) In(2
an ( —x -
Consideremos L; = lim In | (2 —x) 2 = lim tan <2x> In(2 —z) = lim In@2-2) =
T—1— =1~ 2 z—1— cot (%.’L‘)
-1 9 (T
, — ) sen (—.f) 2
H yim 22 _Z m — 2/ _ 2
r—1— __ CSC2 (—{17) L T x—1— 2—x m
2 2
De acé,

T
tan (—m)
lim (2 —x) 27) =l = 7

r—1—

Solucién 1.a

2. Desarrolle:

a) Escriba la expresion racional:
1 .
FeT  FEREL

como suma de fracciones parciales sin determinar las constantes asociadas.

Tenemos un denominador con tres factores: un polinomio de grado 2 (%), un polinomio de grado 1
elevado al cubo ((x — 2)3), y un polinomio de grado dos elevado al cuadrado ((z? + 1)2).

_Ax+B+ C H D n E _I_F:c—i—G Hz +1
r2(x — 2)3(x2 +1)2  z2 (=23 (x—2)22 -2 (2241)2 2241
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. . . x dx
b) Utilice el cambio universal ¢ = tan (—); para calcular: / —_—
2 1 —sen(z)
2t 2dt
Sit = tan (g), sen(z) = 211 y dz = 21 la integral nos queda:
2dt
/ dz _/ 24+1 _2/ 1 dt _ s dt _2/ dt
1 —sen(z) 1_ 20 2412t 2T 2 —2t+1 (t—1)2
Pl e
2 2 2
t—1 * tan(az/2)—1+ 1 —tan (x/2) +

Solucién 2.b

dx B 2
1 —sen(z) 1—tan(x/2)

+C

3. Calcule el valor de cada integral impropia o demuestre que es divergente:
oo dx
a)

o Vz(z+1)

Veamos que la integral tiene un limite de integraciéon al infinito, y ademas, una discontinuidad en
xz = 0. Asumamos que la integral converge, de manera que, en caso contrario, llegaremos a un
absurdo, asi:

+o0o +oo da L
1im

1
T dz
—_— — + =
0 Vx(z+1) /0 Vr(z+1) L VE(z+1) a—>0+ fx—kl b—>oo/ \fa:—i—l
Resolvamos primero la integral indefinida, empezando con un cambio de variable:

z =2, dz = 2udu

dz 2wdu du -
/ Vi +1) //u(uQ T 2/ 2l 2arctan(u) + C' = 2arctan(v/z) + C

Por lo tanto,

1
+ lim 2arctan(y/z)

b—o0

b

lim + lim / = lim 2arctan(v/z
a—0+ / \F T+ 1 b—o0 f ac + 1 a—0+ (f) a

= lim (2 arctan(v/1) — 2 arctan(ﬁ)) + blig)lo <2 arctan(vb) — 2 arctan(\/I)) =

a—0t

1

= 2arctan(1) — 2 arctan(0) 4+ 2 arctan(oco) — 2 arctan(l) =7

Solucién 3.a

ey dx

0o Val+1)
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oo 322 — 1 oo 322 1 oo 322 — 1
b) t — 2 do= x2(z2 — 1) de = :L'Q(:E—l)(xjtl)dx
2 2 2

Veamos que la integral tiene un limite de integracion al infinito, y no posee discontinuidades dentro
del intervalo de integracion. Asumamos que la integral converge, de manera que, en caso contrario,
llegaremos a un absurdo, asi:

oo 322 —1 , b 322 —1
dx = lim dx
9 22 (z—1)(z+1) b—oo Jo 22(x—1)(z+ 1)

Apliquemos el método de fracciones simples:

322 -1 Az+B C D (Az + B)(x +1)(z — 1) + C2?(z — 1) + Dz?(z + 1)
22(x —1)(z + 1) x? r+1 z-1 22(z 4+ 1)(z—1)
(Aa:—}-B)(:v — 1)+ Cz® — C2? + Da® + Da?  Az® — Az + Ba? — B+ Cz® — C2? + Da?® + Da?
22(x —1)(z+1) N 22(z —1)(z + 1) N

(A+C+D)a®>+ (B—C+ D)a?> — Az — B
N 22(x—1)(x +1)

Asi, igualando los denominadores, nos queda lo siguiente:
322 —1=(A+C+ D)a®+ (B—C+ D)x* — Az — B

De donde obtenemos el sistema:

A+C+D=0

B=C+D=3 ) 0 B-1C=-1D=1
—A=0

_B=-1

Por lo tanto,

b 2 b b
3 —1 1 1 1 1
Ii de =1 — — de =1 —— —1 1) +1 1) =
i Pa D bfg”(xz Hﬁx_l) v b;“go< z e+ +@-1)

::mn<_2_m@+¢y+m@_1y+;+m@y4mn>:

b—oo

1 , 1 1 b—1
=3 + In(3) +bli>rglo In(b—1) —In(b+ 1)] —bhm 7= 3 +1n(3) + hm In <b+ 1)

- +1In(3) +1n <hm bl) _1 +In(3) +1n(1) = % +In(3)

2 —oo b+ 1 2
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+o0o
c) / e da
1

Para x > 1:

3 +o0 5 +oo
B >r>0=¢" 26”3:>/ ezde/ e*dx
1 1

Con esto, podemos determinar la convergencia o divergencia de la integral por medio del criterio de

+oo
comparacion. Evaluemos la convergencia de / e*dzx, considerando el siguiente limite:
1

b b +o0 Foo o
lim e*dr = lim ¢*| = lim (eb — el> =00 = / e*dx Diverge = / e” dx Diverge
1 1

b—oo Jq b—o0 1 b—o0

too o
/ e” dz — Diverge
1

4. Dibuje la region limitada por las curvas:
fa)=1-2
y
g(x) = |a* — 1]

Exprese el area de dicha region mediante el uso de la integral (sin calcularla)
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De acéa, para poder obtener el area total de la region, debemos dividir la misma en 3:

-1 0 1
R:/ (1—:v—(x2—1))d:n-|-/ (1—x—(1—x2))dx+/0 (1—2?— (1—2))de =

-1

:/_I(Z—x—xQ)daan/o(xz—x)dx+/01(a:—x2)dx

—1

R:/_1(2—a:—$2)dm-|-/0(3:2—x)daz+/01($—a:2)dm

) =il

5. Considere el solido que se genera al girar la region delimitada por f(z) = sen(x), g(z) = cos(z)
y la recta = 0, en el ler cuadrante alrededor del eje x = —1.

a) Exprese el volumen del solido mediante el uso de arandelas

De manera gréfica tenemos lo siguiente:

K=~

%
)

PC&):Sehx

= d
—T T ™ @J
2
\.g ]
™

Las lineas resaltadas en la imagen son las secciones transversales (Vistas en 2D) de dos arandelas
con variaciéon en el eje y. La region se puede dividir en dos regiones distintas debido a que varian
con las funciones, por lo tanto, el volumen nos quedaria como dos integrales.

y = sen(z) = x = arcsen(y)
y = cos(x) = = = arccos(y)
T = 1

ro = arcsen(y) + 1

rg = arccos(y) + 1
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Por el método de las arandelas, sabemos que el volumen seréd expresado de la siguiente manera:

1

V2/2
v=w/ <r%—r%>dy+w/ (12 — 12)dy =
0 V2/2

[ V/2/2 1
=7 / ((arcsen(y) 4+ 1) — 1)dy + / ((arccos(y) +1)% — 1)dy] =
0 V2/2

V2/2 1
=7 / (arcsen®(y) + 2arcsen(y))dy + / (arc cos®(y) + 2arccos(y)) dy]
0 V2/2

V2/2 1
V=nm / (arcsen?(y) + 2arcsen(y))dy + /
0 V2/2

(arc cos?(y) + 2 arccos(y)) dy]

b) Exprese el volumen del solido mediante cascarones cilindricos

X=-I Xz0

k-
dx

La linea resaltada en la imagen es la seccion transversal (Vista en 2D) de un cilindro con variacion
en el eje z. La region se encuentra entre las funciones g(z) y f(z), por lo tanto, el volumen nos
quedaria como una integral.

r=x+1
h =cosx —senx

Por el método de cascarones cilindricos, sabemos que el volumen serd expresado de la siguiente
manera;
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w/4 w/4
V= 277/ rhdxr = 27r/ (x4 1)(cosz —senzx)dz
0 0

Solucién 5.b

/4
V:27r/ (z+1)(cosz —senx)dz
0

c) Calcule el volumen (use el método de su preferencia)
Usemos el resultado obtenido en el inciso (5.b) para calcular el volumen:

w/4 w/4
V:27r/ (x+1)(cos:c—senx)dx:27r/ (z(cosx —senx) + cosx —senx) dr =
0 0

w/4 w/4 w/4
=2 / z(cosz —senz)dx —I—/ cosxdr — / senzdx
0 0 0

-~

1

Aplicamos integracién por partes para I:

fo =2, f@=1
/
g (z) = cosx — senx g(x) =senz + cosx
w/4 m/4
:>I:§c(senac+cosa:)0 —/ (senx + cos x)dx
0

Volviendo a la integral original,

w/4
. senxdzv—/@—l—/g/e@—/ senxdx] =

n/4 w/4
— 2/ senxdx| = 27T(:L‘(senx + cosz) + 2cosx .
0

V =27 [x(sen:ﬁ—i—cosx)

w/4

27 |z(senx + cos x)

0

=27 [% (sen (g) + cos (%)) + 2cos (g) - (O(sen0+cosO)+2<:osO)} =27 [f : \/§+\/§—2] =
=7T< \/>+2\[—4)

V:7r<7r\/_+2\/_ >
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